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4. Deformerbara kroppar och fluider [Pix-SE, IR-11]

� 4.1 Massa-fjädersystem

� 4.2 Gaser och vätskor

� Kontinuerligt medium - ej fixa positioner, deformerbar kropp
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4. Deformerbara kroppar och fluider

� En kropp som deformeras kan beskrivas med ett antal 

materialparametrar

� Elasticitetsmodul, Skjuvmodul, Bulkmodul

� Elastiska föremål, även tyg, hud,…
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4.1 Massa-fjädersystem

� En approximativ modell: system med punktmassor 

ihopkopplade med ideala fjädrar

� Hooke’s lag 

� Rörelse enligt dämpad harmonisk oscillator 

xF ˆH xk−=
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4.1 Massa-fjädersystem

� Ex4.1-1

En kloss med massan m är 

fäst i en ideal fjäder med fjäder-

konstanten k enligt figuren. Beskriv rörelsen då

a) kontakten mellan golvet och klossen är friktionsfri

b) kontakten mellan golvet och klossen beskrivs av kraften

c) Gör även en jämförelse med rörelsen

för en pendel bestående av en massa m

fastsatt i ett lätt snöre.

m
k

xF ˆD xb&−=
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4. Deformerbara kroppar och fluider

� Gaser och vätskor

� Flytförmåga, viskositet

� Strömmar: Bernoullis ekvation

� Vågor

� Föremål i vatten
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5. Lagrangeformalism [Pix-F]

� Vi har tidigare tittat på begreppen arbete och energi.

� Ursprung från Leibniz som menade att begreppet

vis viva (levande kraft),       , var mer passande än

rörelsemängd för att kvantifiera rörelse.

� Från detta utvecklades den analytiska mekaniken av Lagrange

och Euler (1700-talet) samt Hamilton och Jacobi (1800-talet).

� I datorprogram kan en beskrivning utgående från den 

analytiska mekaniken vara mer effektiv.

Joseph Louis
de Lagrange
(1736-1813)2mv
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5. Lagrangeformalism

� Det kan tyckas att vi kan beskriva alla mekaniska system med 

Newtons andra lag. I många fall är det dock svårt att ta hand 

om de tvångskrafter (constraint forces) som begränsar en 

partikels rörelse.

� De flesta situationer innefattar tvångskrafter.

� Vi delar upp Newtons andra lag enligt:

[5-1]

� Idén är att ersätta Newtons andra lag med något annat uttryck 

där tvångskrafterna inte ingår.

rFF &&mCS =+

Pålagd kraft Tvångskraft
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5. Lagrangeformalism

� Vi börjar med att konstatera att de flesta tvångskrafter är  

normalkrafter och uträttar inte något fysikaliskt arbete.

� Exempel på tvångskrafter som inte uträttar ett fysikaliskt 

arbete.

� Krafterna från en sträng på vilken en partikel glider.

� Krafterna från en yta på vilken en partikel glider.

� Dragkraften i ett snöre i vilket en partikel är fastsatt.
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5. Lagrangeformalism

� Betrakta en infinitesimal förflyttning      av partikeln vinkelrätt 

mot tvångskraften.

[5-2]

� Då kan vi skriva

D’Alemberts princip (en partikel) [5-3]

� Vidare kan en partikel beskrivas med generaliserade 

koordinater qj . Maximalt behövs 3 koordinater för att 

beskriva en partikel. Om k tvångskrafter verkar på partikeln 

behövs endast q = 3-k koordinater.

� De generaliserade koordinaterna kan tex. vara en blandning av 

rektangulära och polära koordinater.

0=∂⋅ rFC

r∂

0)( =∂⋅− rrF &&mS



TSBK03: Fysik, Ht2009 95Kenneth Järrendahl, IFM, LiTH

5. Lagrangeformalism

� Efter några steg erhålls…

[5-4]

� Alla qj oberoende

[5-5]

� Med L=T-V (Lagrangianen)

Lagranges ekvation [5-6]
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5. Lagrangeformalism

� Ex5-1

Betrakta några av de tidigare exemplen och ta fram 

rörelseekvationerna med Lagrange’s ekvation

a) Rörelse med konstant acceleration längs en linje (Ex1.1-1)

b) En partikel i projektilrörelse (Ex1.1-2)

c) En partikel som rör sig friktionslöst nedför en backe (Ex1.2-1)

d) en massa som svänger horisontellt i en fjäder (Ex4.1-1)

e) en matematisk pendel (Ex4.1-1)
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5. Lagrangeformalism

� Ett exempel på programvara...

“...Algodoo basically simulates mechanical systems that are described 

by Newton's equations. However, rather than starting with Newton's 

laws, resulting in coupled differential equations and thereafter

discretizing these, we start with a Lagrangian formulation of 

mechanics. The Lagrangian is discretized in time and space, and 

thereafter we apply a discrete variational principle resulting in 

difference (or "stepping") equations for the system. In this way we 

can describe particle systems, rigid body systems with constraints 

and motors, impacts, contacts and dry friction, as well as 

incompressible fluids and visco-elasto-plastic materials.”
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6. Optiska fenomen

� Ljuset beskrivs av våglängd, utbredningsriktning, polarisation

� Materialparametrar: brytningsindex, absorption

� Fenomen: Reflektion, transmission, brytning, diffraktion

� Flerskiktsinterferens, iridescence

Vi hinner dock inte gå in på detta denna gång.
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Till sist...

Lycka till med ert projekt!


