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Hur representerar vi rotation?Hur representerar vi rotation?

Eulervinklar, Y=RyawRpitchRrollX
– Interpolation av vinklarna, problem, ryckighet, 

gimbal lock
Ortogonal Matris, Y=RX
– Interpolation? Enkelt att göra succesiva

rotationer, men hur hittar vi rotationssteget?
Rotationsaxel och vinkel, Y=f(v,n,X)
– Hur interpolerar vi mellan olika rotationsaxlar?



KvaternionerKvaternioner

Generalisering av komplexa tal, en skevkropp 
(skewfield), divisionsalgebra, funkar som vanliga 
tal (reella, komplexa) förutom att vi inte har 
kommutativitet xy=yx
Tre komplexa enheter i, j, k där i2=j2=k2=ijk=-1
En kvaternion q=w+xi+yj+zk, där w,x,y,z är reella 
tal, skrivs även q=(w,n) där n är en 
tredimensionell vektor



KvaternionerKvaternioner

ij=k, jk=i, ki=j, ij=-ji, jk=-kj, ki=-ik, funkar 
som kryssprodukten!
q1=(w1,n1), q2=(w2,n2), q1q2=(w1w2-n1.n2, 
w1n2+w2n1+n1xn2)
Konjugat q*=(w,-n), norm |q|2=qq*=w2+|n|2
(q2q1)*=q1*q2*
Enhetskvaternion q har |q|=1, kan skrivas 
q=(cos(v/2),sin(v/2)n), där |n|=1



Rotationer med Rotationer med kvaternionkvaternion

En enhetskvaternion q=(cos(v/2),sin(v/2)n) 
representerar en rotation med vinkeln v kring 
axeln n om x är en vektor (realdel 0) så roteras 
den med y=qxq*
Sammansättning av rotationer är multiplikation av 
motsvarande kvaternioner!
Kvaternioner kan interpoleras med slerp (spherical
linear interpolation), ger den kortaste vägen på
sfären (i 4 dimensioner) av enhetskvaternioner



SlerpSlerp

För att interpolera från q1 till q2 med en parameter 
t som går från 0 till 1, gör man 
q=(q2q1

-1)tq1=q1(q1
-1q2)t =q2(q2

-1q1)1-t =(q1q2
-1)1-tq2

Där vi definierar qt för q=(cos(v/2),sin(v/2)n) som 
qt=(cos(tv/2),sin(tv/2)n)
För q=(w,tn), där |n|=1, är 
exp(q)=ew(cos(t),sin(t)n)



SlerpSlerp

Från definitionen av exp ser vi att en 
kvaternion q kan även skrivas 
q=Rexp((0,n)t) med |n|=1, då är 
log(q)=(log(R),nt)
Kunde även definierat qt=exp(t log(q)), blir 
samma sak som förra definitionen
Slerp interpolerar med konstant hastighet



SquadSquad

Vid interpolation mellan flera kvaternioner med 
slerp blir det diskontinuitet i hastigheten eftersom 
den är konstant mellan varje par av kvaternioner i 
slerp
Vi kan göra något som liknar bezier eller hermite-
splines
Med slerp(t,q1,q2)=(q2q1

-1)tq1 får vi 
squad(t,a,p,q,b) = 
slerp(2t(1-t),slerp(t,a,b),slerp(t,p,q))



SquadSquad

För att få kontinuitet när vi interpolerar 
mellan kvaternionerna ai ska vi välja 
qi=aiexp(-(log(ai+1ai

-1)+log(ai-1ai
-1))/4) och 

interpolera med squad(t,ai,qi,qi+1,ai+1)
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